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Підвищення ефективності біологічної очистки стіч-
них вод від органічних забруднень (ОЗ) в аеротенках 
та забезпечення високого рівню очистки можливо за 
рахунок влаштування додаткового завантаження із за-
кріпленим біоценозом на ділянках аеротенків [1, 2, 10]. 
Існуючі теоретичні розробки основані на реаліза-
ції спрощених підходів (моделей), в яких не знайш-
ли відображення ряд важливих складових очистки 
[11, 12]. В достатній мірі не враховані параметри 
біоплівки, гідродинамічні особливості надходження 
органічних забруднень і кисню в біоплівку, швид-
кості кінетичних реакцій при сумісному вилученні 
органічних забруднень завислим і закріпленим біо-
ценозом. Неврахування зазначених факторів значно 
впливає на одержання надійних і достовірних ре-
зультатів розрахунку. 
Тільки на основі більш повних і досконалих мате-
матичних моделей можна одержати надійні інженерні 
методи розрахунку конструктивних і технологічних 
параметрів біореакторів. Розробка таких досконалих 
математичних моделей потребує більш повного ви-
вчення механізмів і особливостей впливу зазначених 
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1. Вступ
На практиці для очистки стічних вод від забруд-
нень органічного походження широке розповсюджен-
ня одержали біологічні методи аеробної очистки 
на біореакторах-аеротенках переважно на аеротен-
ках-змішувачах [1–6]. Відомо, що в аеротенках-змішу-
вачах поступаючі стічні води, активний мул (зважений 
у воді біоценоз) і кисень майже миттєво перемішують-
ся і тому концентрації мікроорганізмів і забруднень, а 
також розчиненого кисню приймаються однаковими 
по всьому об’єму реактора. 
Однак існуючі на більшості каналізаційних очис-
них станцій традиційні технології біологічного очи-
щення в сучасних умовах не забезпечують ефективне 
й надійне очищення стічних вод, як від органічних за-
бруднень, так і від сполук азоту й фосфору, нормативи 
залишкової концентрації яких в очищеній воді значно 
посилились [7–9]. Тому актуальними є дослідження, 
спрямовані на підвищення ефективності роботи ае-
раційних споруд й одержання математичного опису 
процесів біологічного очищення стічних вод.
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Представлена математична модель ком-
бінованого вилучення органічних забруднень 
(ОЗ) в аеротенках-змішувачах завислим та 
закріпленим біоценозом. Наведені чисельні 
розрахунки при різних значеннях впливових 
параметрів. Використання рівняння Моно для 
опису швидкості окислення дозволяє моделю-
вати процес біологічної очистки в широкому 
діапазоні концентрацій ОЗ та оцінити ефек-
тивність роботи аеротенків-змішувачів з біо-
плівкою на додатковому завантаженні
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Представлена математическая модель 
совместного извлечения органических загряз-
нений (ОЗ) в аэротенках-смесителях взвешен-
ным и прикрепленным биоценозом. Выполнены 
численные расчеты при разных значениях 
влияемых параметров. Использование урав-
нения Моно для описания скорости окисления 
позволяет моделировать процесс биологиче-
ской очистки в широком диапазоне концен-
траций ОЗ и оценить эффективность рабо-
ты аэротенков-смесителей с биопленкой на 
дополнительной загрузке
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процесів, які відбуваються в біоплівці і в об’ємі аеро-
тенку змішаним біоценозом при очистці стічних вод.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Проведений аналіз літературних джерел і виконані 
дослідження показали доцільність та ефективність 
влаштування в об’ємі аеротенка поряд зі зваженим бі-
оценозом (активним мулом) додаткового завантажен-
ня (сітки, насадки тощо). Використання закріпленого 
біоценозу за рахунок значно більших концентрацій 
мікроорганізмів та меншого значення константи на-
півнасичення дозволяє поглибити якість вилучення 
ОЗ в аеротенках [13, 14]. 
Але є об’єктивні труднощі, що пов’язані з надійні-
стю моделювання зазначених процесів. Так у роботі 
[15] для оцінки і аналізу сумісного вилучення ОЗ 
завислим і закріпленим біоценозом обґрунтовані ма-
тематичні моделі, на основі яких розроблені методи 
розрахунку вилучення ОЗ в аеротенках-змішувачах. 
В зазначених моделях при вилученні ОЗ завислим і 
закріпленим біоценозом були прийняті лінійні кіне-
тики реакцій першого і нульового порядків, межі ви-
користання яких значно обмежені зокрема значеннями 
концентрацій стічних вод, які поступають на очистку 
[14, 15]. Використання для опису швидкості окислення 
залежностей нульового та першого порядку дозволяє 
отримати точні аналітичні рішення, але в діапазоні або 
великих значень концентрацій ОЗ, або малих. 
В загальному випадку з достатнім обґрунтуванням 
в спеціальній літературі при вилученні ОЗ пропону-
ється переважно використовувати в моделях кінетику 
реакцій, яка описується відомим нелінійним рівнян-
ням Моно. 
На основі використання одержаних рішень для 
реакцій першого і нульового порядків запропоновані 
наближені методи розрахунку необхідних параме-
трів згідно рівняння Моно. Так в роботах [16, 17] для 
визначення концентрації L в біоплівці зокрема на 
зовнішній поверхні Lδ0 запропоновано рішення задачі 
ітераційним методом. В зазначених роботах наведено 
зміст і послідовність використання запропонованої 
ітераційної методики розрахунку. В роботах [18, 19] 
потік органічних забруднень через біоплівку у випадку 
кінетики реакції за рівнянням Моно досить обґрун-
товано пропонується визначати як середньозважену 
величину Nc одержану від потоків при реакціях нульо-
вого і першого порядків. В роботі [20] замість потоків 
Nc цей метод запропоновано використовувати при роз-
рахунку концентрації δ0L  на поверхні біоплівки.
Використання рівняння Моно в математичній мо-
делі, що описує одночасне вилучення ОЗ завислим 
та закріпленим біоценозом, дозволить розширити об-
ласть її застосування та оцінити ефективність роботи 
аеротенків-змішувачів з біоплівкою на додатковому 
завантаженні.
3. Мета і задачі дослідження
Метою є розробка математичної моделі та методів 
розрахунку, в яких кінетика реакцій вилучення ОЗ в 
аеротенках-змішувачах з завислим та закріпленим біо-
ценозом описуються нелінійним рівнянням Моно, яке 
безпосередньо враховано при вирішенні задачі. 
Для досягнення поставленої мети необхідно вирі-
шити такі завдання:
– представити в загальній формі основні рівнян-
ня та залежності, що описують процес біологічно-
го очищення в аеротенках-змішувачах з додатковою 
прикріпленою біомасою з врахуванням особливостей 
одночасного вилучення органічних забруднень біо-
плівкою та активним мулом;
– розробити чисельні та аналітичні методи розрахун-
ку для визначення потоку забруднень, що вилучаються 
закріпленим біоценозом, потоків забруднень на вході та 
виході зі споруди для оцінки можливого ефекту очистки; 
– обґрунтувати спрощення, які дозволять отрима-
ти аналітичні залежності для можливості інженерних 
розрахунків;
– розглянути можливі варіанти розташування ре-
актора з закріпленою біомасою.
4. Матеріали і методи досліджень процесу біологічної 
очистки в аеротенках-змішувачах зі зваженою і 
закріпленою біомасою
Вважається, що процес біохімічного окислення в 
достатній кількості забезпечений киснем, тобто над-
ходження кисню не буде лімітувати кінетику біоо-
кислення, як завислого, так і закріпленого біоценозу. 
Таким чином, при повній відсутності інгібованого 
впливу швидкості реакцій вилучення ОЗ згідно нелі-
нійного рівняння Моно описуються:
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Як відомо загальне рівняння матеріального балан-
су забруднень в аеротенку-змішувачу має вигляд [14].
( ) δ= − − − 00 .nap a a a p
dL
W Q L L F N R W
dt
   (6)
Згідно [14] для практичних розрахунків рівнян-
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R  – швидкість виділення ОЗ в процесі від-




R b X   (8)
де ab  – константа швидкості відмирання,
( )== − 0 ,L a zN K L L   (9)
= δ= 00zL L  при = 0.z   (10)
де N – потік (транспорт) ОЗ на поверхню біоплівки із 
об’єму рідини (аеротенка) через рідинну плівку (по-
граничний шар) для подальшої утилізації закріпле-
ним біоценозом (біоплівкою).
Згідно існуючим нормам [5] пропонується визнача-
ти тривалість аерації Ta в аеротенках при відомих (за-
даних) концентраціях стічних вод, які надходять в ае-















Значення потоку ОЗ на поверхню біоплівки N, а 
також зміни концентрації L(z) по товщині біоплівки, в 
тому числі концентрацій Lδ0 і Lδ1, знаходяться в резуль-
таті рішення рівняння, яке характеризує ступінь вилу-
чення ОЗ біоплівкою. При цьому біоплівка утворена на 
поверхні матеріалу завантаження і насичена мікроор-
ганізмами концентрацію Х. В загальному випадку це 










В умовах елементів завантаження циліндричної 
форми, на яких утворюється біоплівка, рівняння для 
біоплівки буде мати вигляд
 ∂ ∂ ∂







t z r r   
(13)
5. Результати досліджень процесу біологічної очистки 
в аеротенках-змішувачах з закріпленою біомасою
Рішення рівнянь (12), (13) дозволяє визначити кон-
центрацію ОЗ по товщині біоплівки L і головне для по-
дальших розрахунків концентрацію ОЗ на зовнішній і 
внутрішній поверхні біоплівки δ0L  і δ1 .L
Згідно проведеного аналізу для практичних розра-
хунків рішення рівняння (12) і (13) достатньо виконати 








 В цьому випадку рівняння (12) і (13) 
 
дещо спрощуються. Зокрема рішення цих рівнянь для 
реакцій першого і нульового порядків одержані в робо-
тах [14, 15]. Розглянемо рішення рівняння (12) в умовах 
нелінійної реакції RL згідно рівняння Моно (1), яке в 
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– при = 0z  ( )− = β −1 ,LdL Ldz  


































В результаті рішення рівняння (14) чисельними 
методами на основі розробленої програми побудовані 
розрахункові графіки для визначення концентрацій на 
зовнішній поверхні біоплівки = δ= 00zL L  ( )= 0z  і на вну-
трішній поверхні =δ δ= 1zL L  ( )= δz  (рис. 1). Ці графіки 
побудовані для різних значень коефіцієнта переносу 
ОЗ в рідинній плівці KL, який в значній мірі залежить 




















 поверхнях біоплівки для 















z ), мг/л: 1 – 0; 2 – 0.2; 3 – 0.7; 4 – 1.5; 5 – 3.0; 6 – 6.0; 
для концентрації δ0L  (при = 0z ): 7 – 0; 8 – 0.2;  






























 поверхнях біоплівки для 













z ), мг/л: 1 – 0; 2 – 0.2; 3 – 0.7; 4 – 1.5; 5 – 3.0; 6 –6.0; 
для концентрації δ0L  (при = 0z ): 7 – 0; 8 – 0.2; 9 – 0.7;  
10 – 1.5; 11 – 3.0; 12 – 6.0 при = 0.05LK  м/год
 
















 поверхнях біоплівки для 













z ), мг/л: 1 – 0; 2 – 0.2; 3 – 0.7; 4 – 1.5; 5 – 3.0; 6 – 6.0; 
для концентрації δ0L  (при = 0z ): 7 – 0; 8 – 0.2; 9 – 0.7;  
10 – 1.5; 11 – 3.0; 12 – 6.0 при = 0.08LK  м/год
В цьому випадку загальна залежність (9) для ви-
значення потоку в біоплівку LN  буде мати вигляд






   (17)
Для зручності подальших розрахунків, використо-
вуючи в моделі безрозмірні одиниці і параметри, за-
лежність (16) представимо у вигляді
= λ ,L L LN N   (18)












Як зазначалось в літературі [14, 20, 22, 23], при 
порівняно невеликих концентраціях ОЗ, а саме при 
>> ,
Lm
K L  а при значних концентраціях << ,
Lm
K L  то в 
цих випадках кінетику реакцій в біоплівці RL відпо-
відно можна прийняти першого і нульового порядків. 
Деякі наближені оцінуючи рекомендації по викорис-
танню в практичних розрахунках зазначених реакцій 
наведені зокрема в роботах [17, 20]. Одержані резуль-
тати розрахунків вилучення ОЗ в біоплівці, зокрема 
концентрації на поверхні біоплівки δ0L  на основі не-
лінійної кінетики реакції Моно, дозволяють одержати 
більш надійні оцінюючі рекомендації. Для цього було 
проведено порівняльний аналіз значень концентра-
цій δ0L  і δ1 ,L  визначених чисельними методами для 
нелінійної реакції Моно, з визначеними аналітични-
ми методами для лінійних реакцій в роботах [14, 15]. 
Зокрема нагадаємо для визначення концентрації δ0L  в 
цьому випадку маємо
δ
   r δ α
= − = −   β   00
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Для визначення параметра AL в роботах [14, 15] по-
будовано розрахунковий графік.
Згідно приведеного аналізу можна вважати, що 
кінетика реакцій першого і нульового порядків в 
практичних розрахунках може відповідати відно-
шенням 








 і < −0.15 0.2.
Lm
K
Тобто десь в межах < <0.15 3
Lm
K  при розрахун-
ках кінетик реакцій RL необхідно прийняти рівняння 
Моно. Для його використання можна також скориста-
тись одержаним аналітичним рішенням загального 
 



















Таким чином, в залежності від концентрації L  від-
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 (23)
Приймаючи в рівнянні δ= 0L L  і порівнюючи його з 
рівнянням (19), одержимо наступне рівняння, яке зв’я-
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Представимо залежність (20) для більш зручного 
використанні в розрахунках у вигляді
( )δδ δ δ
δ
+ β















L L K L
L K
  (25)
При δ δ>>0 1L L  можна знехтувати концентрацією 
δ1
L  в залежності (25). Це дозволяє в практичних роз-
рахунках визначити концентрацію δ0L  і потік N, при 
яких відбувається перехід від частково проникної до 
повністю проникної біоплівки. При цьому вихідні па-
раметри, реакцій і товщини біоплівки задані. 
Розрахунки з використанням графіків рис. 1 і на-
ведених залежностей дозволяють оцінити роботу біо-
плівки заданої товщиною δ по характеру проникнення 
в ній органічних забруднень. Зазначене зокрема доз-
воляє встановити доцільність і навіть необхідність 
проведення рециркуляції потоку в прийнятій техно-
логічній схемі аеротенка зі завислим і закріпленим 
біоценозом.
Як уже зазначалось в роботах [14, 15], при визначен-
ні оптимальних параметрів роботи аеротенків мож-
ливі різні варіанти розташування елементів заванта-
ження в об’ємі аеротенка і прийнята необхідна площа 
його поверхні (біоплівки) δ .lF  При цьому елементи 
завантаження (насадки, сітки, тощо) можуть бути роз-
ташовані по всьому об’ємі аеротенка або більш щільно 
і компактно тільки на його окремих ділянках. В залеж-
ності від схеми розташування елементів завантаження 
по довжині і прийнятих реакцій в біоплівці і аеротенку 
згідно нелінійного рівняння Моно загальні рівнян-
ня (1) і (2) можна значно спростити. 
Далі розглянемо найбільш доцільні з практичної 
точки зору можливі технологічні схеми.
Елементи завантаження не досить щільно рівно-
мірно розташовані по всій довжині аеротенка (рис. 4). 
В цьому випадку площа δlF  буде загальною площею 









 питомою площею завантаження. 
 
Рис. 4. Балансова схема аеротенка-змішувача з 
розташованим повністю закріпленим біоценозом
Зазначимо, що в роботах [14, 15] одержано рішення 
цієї задачі у випадку, коли сумісне вилучення ОЗ від-
бувається за реакцією нульового порядку, а в біоплівці 
закріпленим біоценозом – за реакцією першого поряд-
ку. В даному випадку в біоплівці і в об’ємі рідини аеро-
тенка вилучення ОЗ відбувається за реакцією згідно 
рівняння Моно відповідно за формулами (1) і (2) при 
≈
0














В окремих випадках, а саме прийнявши в формулі 
(25) N=0, одержимо відому залежність, коли вилучення 
ОЗ в аеротенку відбувається за рахунок тільки зависло-
го біоценоза (активного мула), а при = 0aR  одержимо за-
лежність, коли вилучення ОЗ в аеротенку відбувається 
тільки за рахунок закріпленого біоценозу (біоплівкою).
Як зазначалось вище, технологічна схема аеротенка- 
змішувача може складатись із двох частин, яких будемо 
називати реакторами 1 і 2. При цьому в одному із реак-
торів вилучення ОЗ відбувається завислим біоценозом 
(активним мулом), а в другому реакторі – закріпленим 
біоценозом (біоплівкою). Зазначимо, що в обох частинах 
аеротенка реактори працюють по схемі реактора-змі-
шувача. Такі технологічні схеми з різним розташуван-
ням реакторів в аеротенку-змішувачі, в яких вилучення 
ОЗ відбувається за рахунок реакцій першого і нульово-
го порядків, розглянуто в роботах [14, 15].
Розглянемо випадок, коли в реакторі 1 вилучення ОЗ 
відбувається за рахунок зваженого біоценозу. Тоді реак-
тор 1 працює як звичайний аеротенк-змішувач, а в реак-
торі 2 вилучення відбувається за рахунок закріпленої бі-
омаси (рис. 5) на встановленому тут завантаженні. Така 
технологічна схема очистки з практичної точки зору буде 
доцільною і більш відповідає сучасним вимогам забез-
печення високої ступені очистки. Тоді згідно загального 
рівняння для визначення концентрацій ОЗ на виході із 
реакторів 1 і 2 будемо використовувати рівняння: 
– для реактора 1 
− − =
1 1 10











– для реактора 2
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де δ 2lF  – загальна площа поверхні біоплівки (заванта-















кість реакцій вилучення ОЗ в реакторах 1 і 2 активним 
мулом і біоплівкою відбуваються за нелінійним рів-















































   (32)
Параметри з індексом 1 відносяться до реактора 1, 
а з індексом 2 – до реактора 2, а пояснення прийнятих 
параметрів можна знайти в роботах [14, 15].
 
Рис. 5. Балансова схема аеротенка-змішувача з 
розташованим в реакторі 2 закріпленим біоценозом
6. Обговорення результатів дослідження процесу 
біологічної очистки в аеротенках-змішувачах з 
закріпленою біомасою
Реалізація запропонованих моделей і методів розра-
хунку дозволяє оцінити вплив різних факторів очистки в 
аеротенках-змішувачах, в яких інтенсивність очищення 
підвищується за рахунок додаткових елементів з закрі-
пленим біоценозом. В наведених і реалізованих моделях 
враховані параметри біоплівки, гідродинамічні особли-
вості надходження органічних забруднень, швидкості кі-
нетичних реакцій при сумісному вилученні органічних 
забруднень завислим і закріпленим біоценозом.
Проведені дослідження дозволяють обґрунтувати 
найбільш економічні та ефективні параметри таких 
споруд біологічної очистки, як аеротенки, які застосо-
вуються на станціях очистки господарсько-побутових 
стічних вод. Це дозволяє значно підвищити якість 
видалення на них зі стічних вод різних розчинених 
речовин, зокрема органічного походження.
Дані дослідження є продовженням попередніх до-
сліджень з зазначеної тематики, в яких розглядалося 
видалення ОЗ в аеротенках-змішувачах з додатковою 
прикріпленою біомасою з умови достатнього забезпе-
чення цього процесу киснем [14, 15, 24].
В подальших дослідженнях буде проведено аналіз і 
оцінка впливу такого важливого параметра, як товщи-
на біоплівки. Зокрема вплив на формування активної 
частини біоплівки в часі таких важливих процесів, як 
зростання, розпад і відрив від поверхні. Також важ-
ливим є забезпечення процесів очистки (окиснення) 
необхідною кількістю кисню, що уже частково розгля-
нуто в роботах [25–27].
Запропоновані математичні моделі, чисельні і ана-
літичні методи розрахунку з використанням кінетич-
них реакцій згідно відомого рівняння Моно дозволя-
ють більш надійно обґрунтувати параметри очистки 
стічних вод від ОЗ в аеротенках-змішувачах. Також 
вони дають можливість оцінити значну ефектив-
ність роботи аеротенків за рахунок впровадження 
додаткового завантаження з закріпленим біоценозом 
(біоплівкою). 
7. Висновки
1. Представлено математичну модель роботи ае-
ротенків-змішувачів, яка враховує одночасне окис-
лення ОЗ завислим та закріпленим біоценозом, 
швидкість якого описується загальним рівнянням 
кінетики Моно. Така модель дозволяє моделювати 
процес біологічної очистки в аеротенках-змішувачах 
з закріпленим біоценозом в широкому діапазоні кон-
центрацій ОЗ.
2. Для оцінки потоку забруднень, що вилучаються 
закріпленим біоценозом, проведено чисельні розра-
хунки при різних значеннях впливових параметрів, 
результати яких представлено у вигляді графіків. На-
ведені графіки дозволяють визначити концентрації 
ОЗ на зовнішній та внутрішній поверхні біоплівки. 
3. Визначені параметри очистки стічних вод дозво-
ляють визначити значення потоків забруднень на вході 
та виході зі споруди і тим самим оцінити можливий 
ефект очистки. 
4. Прийнято ряд припущень, що дозволяють спрости-
ти математичну модель та отримати аналітичні залежно-
сті для можливості інженерних розрахунків. Вважаєть-
ся, що в біоплівці і в об’ємі аеротенку процес окиснення 
ОЗ відбувається за реакцією згідно рівняння Моно.
5. Отримано розрахункові залежності для різних 
технологічних схем розташування закріпленої біома-
си. Вони представляють собою залежності концентра-
ції ОЗ на виході з аеротенка-змішувача, що містить 
елементи з закріпленим біоценозом, від його параме-
трів: довжини, площі поверхні додаткових елементів, 
швидкості руху стічних вод та ін.
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